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EKVIVALENS EGYENLETEK

Ha két egyenletnek ugyanazon az alaphalmazon ugyanaz a megoldashalmaza, akkor ezeket az egyenleteket ekvivalensnek

mondjuk a tekintett alaphalmazon. Az ekvivalens szd latin eredetl, magyarul egyenértékiit jelent.

Ha olyan atalakitasokat végziink egy egyenlet megolddsakor, amely sordn nem véltoznak meg az egyenlet gydkei, akkor
azt mondjuk, hogy ekvivalens atalakitdsokat végeztiink. Példdul ilyen dtalakitas lehet a mérlegelv alkalmazasa.
Figyelniink kell azonban az egyenletek rendezése kozben:
1. Ha négyzetre emeljiik egy egyenlet mindkét oldalat, akkor lehetséges, hogy az 1ij egyenletnek mar tobb gytke van az
alaphalmazon, mint az eredeti egyenletnek. Ebben az esetben tehdt hamis gyokoket kaphatunk.
Behelyettesitéssel ellenérizni kell, hogy a kapott gyokok megolddsai-e az eredeti egyenletnek.
2. Haaz (f(x))* = (g(x))* egyenlet helyett az f(x) = g(x) egyenletet vizsgaljuk, akkor lehetséges, hogy az 1j egyenletnek
kevesebb gyoke van, mint az eredetinek, és nem taldljuk meg igy a feladat 6sszes megoldasat. Ilyenkor tehdat gyckoket

veszithetiink.
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FELADATOK

1. Hasonlitsuk 6ssze az egyenleteket! Ugyanazok-e a
megoldasaik a valés szimok halmazan?
a) ¥=4; xX—4=0; |x|=2

o

b) x+3=7 és (x+3)=49

Megoldds:

a) X’=4; x—4=0; |x|=2
Mindegyik egyenletnek két gydke van: a 2 és a —2.
Abrézoltuk grafikonon is az egyenleteket:

\

10 Qe
Y

Az egyenletek gyokei megegyeznek. Azt mondjuk erre,

hogy ezek az egyenletek ekvivalensek a valos szamok
halmazan.

b) x+3=7 é (x+3)'=49
Az els6 egyenlet megolddsa x = 4. Ez természetesen
megolddsa a masodik egyenletnek is, de annak van egy
masik megoldasa is!
(x+3)=49 = x+3=7 vagy x+3=-7.
Ebbél: x = 4 vagy x = —10.
Ez a két egyenlet nem ekvivalens egymassal a valés

szamok halmazan.
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2  Oldjuk mega Vx=x-2 egyenletet a valos szamok
halmazan!

Megoldas:
1. Mi az egyenlet eértelmezesi tartomanya?

A gyokjel alatt nem allhat negativ szam, ezért x = 0.

2. Oldjuk meg az egyenletet!
A megoldashoz emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét
oldalat!
x=(x—2)

Bontsuk fel a zarojelet, és hozzuk olyan alakra az egyen-
letet, amelynél a megoldoképlet alkalmazhato.
x=x —4x+4.
X -5x+4=0.
Megoldokeplettel: x = 4 vagy x = 1.
3. Behelyettesitéssel ellenorizziik az eredmenyeket:

4-et behelyettesitve: Va=4-2

De 1-et behelyettesitve: v'1 # 1 — 2.
Az egyenletnek csak egy gyoke van, a 4.



https://www.tankonyvkatalogus.hu/storage/pdf/OH-MAT10TA_II__teljes.pdf

UjPESTI BRODY IMRE GIMNAZIUM
10. EVFOLYAM — MATEMATIKA TANKONYV: OH MAT10TA II Matematikal0 2 TK NAT 2023 Beliv.indb

1 5 Az ax’ + bx + ¢ = 0 mésodfoku egyenlet meg-
oldoképletéb6l kimaradt néhdny szam. Melyek

—b+ b’ - Oac
[la

a hidnyzo6 szamok? x, , =

Megoldis:

A masodfoku egyenlet altalanos alakja: ax? + bx + ¢ = 0. Ebbdl az ismeretlen x értéke az alabbi képlettel
szamithato ki:

—b+ Vb — dac
2a

Osszegezve a feladatodhoz:

L12 =

o Afelsé négyzetbe a 4-es szam keriil.
o Azals6 négyzetbe a 2-es szam Keriil.

2 = Oldd meg az egyenleteket a valos szamok hal-
mazan, majd vond ki a nagyobbik gyokbél a
kisebbiket! A kiilonbséghez tartozo betiikbél egy

magyar varos neve rakhato ki. Melyik ez a varos?

©—9%x+8=0 6 A 7 R 8 O
X =7x—=30=0 13 1 14 E 15 P
47 + 16x — 65=10 7 E 8§ P 9 7
4¥ +20x—11=0 5 A 6 C 7 G
Megoldas:

1. egyenlet: 2 -9z +8=0
« Egyitthatok:a = 1,b= —9,¢ =8

« Megoldas: 12 = gi‘@ = gt‘g/ﬁ = %
« Gyodkdk:z; =8 x5 =1
« Kilonbség (T,,0; — Tin): 8 —1=T7
« Betii: R (a tablazat alapjan a 7-eshez az R tartozik)
2. egyenlet: 22 — 7z — 30 = 0
« Egyutthatok:a = 1,b= —T7,¢ = —30
TEVA9-41(-30) | 7aH05100 _ 12/160 _ 713

+ Megoldas: 713 = 3 2 2 T T2

o Gyokok:z; =10, 22 = —3
+ Kulonbség: 10 — (—3) =10+3 =13

« Beti:l
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3. egyenlet: 47° + 162 — 65 =0
« Egyitthatok: a = 4,b = 16,¢ = —65

16=4/256—4-4-(—65) 16++/256+ 1040 16++/1206 1636
8 = 3 = 3 - T8

« Megoldas: z12 =
« Gyokok: 1 = 2,5, z2 = —6,5
+ Kilénbség: 2,5 — (—6,5) = 2,5+ 6,56 =9

e Betl:2

4. egyenlet: 472 + 20z — 11 =0
« Egyiitthaték:a = 4,b = 20,¢ = —11

. 20+ 4 /100-4-4-(~11 L /576 )2
. Megoldas: T, » = . (-1 20_,/811717|Iﬁm_ 21;1;;/:”{1_ 21:3121

« Gyokok: z; = 0,5, o = —5,5
+ Kilénbség: 0,5 — (—5,5) = 0,5+ 5,56 =6
« Beti:C

Az eredmény: A kapott betiik: R, |, Z, C.
Ezekbdl a betlikbél 6sszeallithaté magyar varos: ZIRC.



https://www.tankonyvkatalogus.hu/storage/pdf/OH-MAT10TA_II__teljes.pdf

UjPESTI BRODY IMRE GIMNAZIUM
10. EVFOLYAM — MATEMATIKA TANKONYV: OH MAT10TA II Matematikal0 2 TK NAT 2023 Beliv.indb

Megegyeznek-e a két egyenlet gyokei a valos sza-

mok halmazan?

3(2—x}+?=Lﬁ”éa

12(2— x)+ 28 = 5x + 13
(x+ 8F=(4—3x)  ésx+8=4—3x

F (%= 3)(x+ 3) ——ie renlet és a
(x+2)(x+5) 38 ‘

3(x—3)=—2(x+ 2) egyenlet?

Megoldas:
a)
Az els6 egyenlet:
5 13
32—z)+7=2 I

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 4-gyel, hogy eltiintessiik a tortet:
4-3(2—z)+ 7 =52+13

12(2 — z) + 28 =52 + 13
Ez pontosan megegyezik a masodik megadott egyenlettel. Mivel az atalakitas soran csak egy nem nulla
szammal szoroztunk (ami megengedett mérlegelv), a két egyenlet gyokei megegyeznek.

b)

[tt két kiilonboz6 tipusu egyenletet latunk.

Masodik egyenlet: Els6 egyenlet:

t+8=4-3z (z +8)% = (4 — 3z)?

Rendezziik: Vegyiink gyokot mindkét oldalbol!

dr =—-4=x=-1 Fontos:

Ennek egyetlen megoldasa van. ha a? = b2, akkor vagy a = b, vagy a =—b.
1.eset (a=Db):

r+8=4—-3z
Ez ugyanaz, mint a fenti egyenlet, ebbdl jon az
x=—1
2.eset (a=—b):
r+8=—(4—3z)
r+8=—-4+3z

12=2z=x=6
Kovetkeztetés: A két egyenlet gyokei nem egyeznek meg teljesen. Bar az x = —1 mindkett6nek megoldasa,
a négyzetes egyenletnek van egy plusz gyoke (x = 6), ami a linearis egyenletnek nem megoldasa.
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©)
Ez egy nagyon triikkos feladat, mert els6 ranézésre azt mondanank, hogy igen, de a matematika 6rdoge a
részletekben (pontosabban az értelmezési tartomanyban) rejlik.

1. Az értelmezési tartomany vizsgalata
Ez a legfontosabb lépés.
A tortes egyenletnél a nevezd nem lehet nulla:

r+2#0=x+#+ -2

r+5#0=x=+ -5
Tehat az els6 egyenletnek nem lehet megoldasa az x =—5

2. Az egyenletek megoldasa
Elsé6 egyenlet:
(x —=3)(z+5) 2
(z+2)(z+5) 3
Ha egyszeriisitiink (x + 5)-tel (feltételezve, hogy x nem lehet —5), akkor:
r—3 2
z+2 3
Keresztbe szorzunk:

3(z—3)=—2(z+2)

3r —9=-2xr—-4

ar=0=x=1
Masodik egyenlet:
3(z—3)=—-2(z+2)
Latjuk, hogy ez ugyanaz a forma, amit az els6bdl kaptunk az egyszeriisités utan. Ennek is x = 1
a megoldasa.

Akkor most ekvivalensek?

Igen.

Bar az értelmezési tartomanyuk kiilonb6z6 (a masodik egyenletbe behelyettesithetnénk a —5-6t is, mig
az els6be nem), a konkrét megoldashalmazuk megegyezik: mindkét egyenletnek egyetlen valds
megoldasa van, az x = 1.

Mivel az x = 1 egyik esetben sem iitkozik a kizaradsokkal (mert nem —2 vagy —5 ), igy mindkét egyenlet
gyoke ugyanaz a szam.

Megjegyzés: Két egyenletet akkor neveziink ekvivalensnek, ha a megoldashalmazuk (az adott
alaphalmazon) azonos. Itt mindkét halmaz {1}, tehat az egyenletek ekvivalensek.
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Ekvivalens-e az R alaphalmazon

x4+ 2x
x

az = 2 egyenlet és az x"+ 2x = 2x

egyenlet;

az5x++ =1 egyenlet és az 5x = 0 egyenlet;
X x

-
;} = % egyenlet és a

Megoldas:
a)
1. egyenlet: 2. egyenlet:
427 2 :;r_’-2 - 2x 2x
I
Megoldas:
1. Kikotések: ceoidas
A nevez6ben nem allhat nulla: x # 0 2 0=x 0

Ennek a megoldasa a 0.
2. Megoldas:

Emeljiik ki x-et a szamlalobol:

rlr+2)

I 2
Mivel a kikotés szerint x nem lehet 0,
ennek az  egyenlethek nincs
megoldésa (iires halmaz).

> r + 2 2= x

Kovetkeztetés: Nem ekvivalensek, mert az elsének nincs megoldasa, a masodiknak pedig a 0.

b)
1. egyenlet: 2. egyenlet:
T T Megoldas:
1. Kikotések: x =0
A nevezdben nem allhat nulla: x # 0 Ennek az alaphalmazon (R) a 0 a
2. Megoldas: megoldasa

Vonjunk ki 1/x—et mindkét oldalbol:
br=0=x=0
Mivel a kikotés szerint x nem lehet O,

ennek az  egyenlethek nincs
megoldésa (iires halmaz).

Kovetkeztetés: Nem ekvivalensek, mert az
elsének nincs megoldasa, a masodiknak pedig a 0.
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)
1. egyenlet: 2. egyenlet:
z—3)(z+5 92 3(z—3)=—-2(x+2)
(z+2)(z+5) 2 Megoldas:

1 Kikétések: Nincs kikotés, hiszen polinom.

A nevez6ben nem allhat nulla Jr—9=-2z—-4=5zx=5
= x#—2,x#*5 x=1

2. Megoldas:
Egyszer(sités, rendezés utan

x=1

Kovetkeztetés: Ekvivalensek, mert mindkét egyenlet egyetlen megoldasa az x = 1.
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5 5 Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halma-

zan!
a) vx=6-—x h) v2x = 4—x

Megoldis:
a)
Vr=6—=z
1. Kikotések:

A gyok alatt nem allhat negativ szdm: x > 0
Mivel a gy6k értéke nem negativ, a jobb oldalnak is annak kell lennie:

6—x=0
Tehat a megoldast a [0; 6] intervallumban keressiik.

2. Megoldas:
Emeljiik négyzetre mindkét oldalt:

(V&) = (6—a)°

r = 36— 12z + z*
Rendezziik 0-ra:
2 — 132 +36=0
A masodfokil megolddképletet hasznalva:
134+4/169—144 13++25 13+5
= 2 B
x, = 9 (Ez nem j6, mert kiesik a [0; 6] tartomanybdl: /9 # 6 — 9, mivel 3 # —3)

xo =4 (Ezjo: 4 € [U; ﬁ]}

3. Ellendrzés:

Vi=6—-4=2=2
Tehat a megoldas: x = 4

b)

V2r=4—1
1. Kikotések:
20 =2 0=xz > 0.

4—ax2>0=z <4

Tartomany: [0; 4].

2. Megoldas:
2z = (4 —z)?

2z = 16 — 8z + 22

22 —102+16=0
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- 10+ +4100—-64 10+=+v36 10+6
1.2 pu— = =
2 2 2

x1 = 8 (Nem jo, mert nagyobb 4-nél: /16 # 4 — 8)

Ty =2 (Ezj6: 2 € [0;4))

3. Ellendrzés:

V2.2=4-2=4=-2=2-2

Tehat a megoldas x = 2.
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Ekvivalens-e az R alaphalmazon a két egyenlet?
Vix=2—xésx=(2— xy

Vx =x+10és x = ¥* + 20x + 100

Megoldds:

a)

Ve=2-zész = (2—z)?
1. egyenlet:

1. Kikotések:

A gyok alatt nem allhat negativ szam:
x=0

Mivel a gyok értéke nem negativ, a
jobb oldalnak is annak kell lennie:
2—2>0= 2z <2Tehatz € [0,2].
2. Megoldas:

Emeljiik négyzetre:
r=02-z)Y=>z=4—4z+2°
Igy a gyokok:

X1 = 1

X2 = 4

Mivel a kikotés szerint x legalabb 2,
igy a val6di megoldas csak x = 4.

2. egyenlet:
[tt nincs kikotés a jobb oldalra, igy mindkét
gyok (x1 = 1 , x2 = 4) megolddsa az
egyenletnek.
Ellendrzés:

1=(2-4)=4=(-2)

Kovetkeztetés: Nem ekvivalensek, mert a masodik egyenletnek van egy plusz megoldésa (x = 4), ami az

elsdnek nem megoldasa.

b)
VZ =2+ 10ész = z% + 20z + 100

1. egyenlet:

1. Kikotések:

A gyok alatt nem allhat negativ szam:

x=0

Mivel a gyok értéke nem negativ, a

jobb oldalnak is annak kell lennie:

z+10>0=z > —10

2. Megoldas:

Emeljiik négyzetre:

z=(z+10)? =z =22+ 20z + 1(

Rendezve:

z? 4+ 192 + 100 = 0

A diszkriminans:

D =19% —4-100 = 361 — 400 = —3¢
Mivel a diszkrimindns negativ, az elsd
egyenletnek nincs valds megoldasa.

2. egyenlet:

Ez pontosan ugyanaz a masodfoku egyenlet,
amit az el6bb kaptunk.

Ennek sincs valds megoldasa.

Kovetkeztetés: Ekvivalensek, mert mindkét egyenlet megoldashalmaza az tires halmaz a valés szamok

korében.
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